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Probeer dan eens = 3,12. Het resultzat i 0.825%. Dat is fe vér
Probeer 1= 3,116, Het resultaatis 1,023%.

Normale verdeing

Verder proberen:
=3,117. Kans =0.9702%.
De machine moet dus op = 3,117 gram wworden afgesteld.

Nu de opgave.

Hierboven is het voorbeeld uitgewerkt waarbij de fabrikant aan de EU-norm kan voldoen door het
gemiddelde van de zakjesmachine iets te verhogen. Op die manier zal elk zakje iets meer suiker
bevatten, want het gemiddelde is omhoog gegaan. Dat kost geld.

Misschien is handiger om het gemiddelde op 3,1 gram te laten staan, maar de machine nauwkeuriger
af te stellen, en als dat niet kan een duurdere machine te kopen die nauwkeuriger is. Dat is dan een
eenmalige investering die, gerekend over enige tijd, goedkoper kan blijken dan tot in lengte van
dagen te veel suiker in de zakjes te doen.

- Gebruik de app om uit zoeken op welke standaardafwiking de machine afgesteld moet staan om
3an de EU-eis te voldoen. Je laat hierbij het gemiddelde op 3,1 gram staan.
N.B.: Geef de gevraagde o in 3 decimalen achter de komma.

- Onderzoek ook op welke standaardafwijking de machine afgesteld moet staan, om aan de EU-eis te
voldoen, als je het gemiddelde op 3,05 gram zou zetten.
N.B.: Geef de gevraagde o in 4 decimalen achter de komma.

- Laat aan de hand van je resultaten zien dat de machine ongeveer twee keer zo precies zakjes
moet vullen als je twee keer zo weinig "te veel” suiker verbruiken wilt.
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Opdracht 4. Klimaatverandering en extreem weer.

Een misschien onverwacht effect van Klimaatverandering!

Over de periode 1961-1990 was de gemiddelde zomertemperatuur in Engeland 15,3 graden Celsius.
Die temperatuur was ongeveer normaal verdeeld met een standaard-afwijking van 1,3 graad.

- Gebruik de app "Verd 3

- Onderzoek wat de kans is dat een willekeurige gemiddelde zomertemperatuur in die periode
vitkwam boven de 10 graden (een extreem warme zomer, dus)

Stel nu dat in 2050 de aarde met gemiddeld 2 graden is opgewarmd.

Dan is de gemiddelde zomertemperatuur in Engeland 17,3 graden Celsius geworden.

tel dat die temperatuur ook weer ongeveer normaal verdeeld is met een standaardafwijking van 1,3
graad.

- Onderzoek wat nu de kans is dat een willekeurige gemiddelde zomertemperatuur na 2050 uitkomt
boven de 19 graden.
- Hoeveel keer 7o groot is dus de kans op een extreem warme zomer geworden?

Condlusie:
een relatieve geringe verhoging van het gemiddelde heeft een zeer forse verhoging van
het percentage extreme gevallen tot gevolg! Dit geldt voor temperatuur, maar net zo voor
regenval of stormen.

- Doe deze berekening ook voor een opwarming van de aarde met gemiddeld 1 graad.

Opdracht 5. De "gemiddelde” vwo leerling.

Het 1Q van de nederlandse bevolking is normaal verdeeld, met gemiddelde 100 en
standaardafwijking 15.
Het 1Q bepaalt voor een deel de capaciteit van een leerling om onderwils van een bepaald abstractie-
niveau te kunnen volgen. OF je een opleiding Havo of Viwo met succes kunt afronden hangt natuuriijk
van heel veel andere factoren af, maar IQ is er één van.

Om een Vwo opleiding te kunnen volgen biijkt je 1Q (ongeveer) hoger zijn dan 117, zegt deze.

En voor Havo ligt het (ongeveer) tussen 108 en 117.

Gebruik voor de volgende vragen de app "Verdelingen” en kies de normale verdeling.

- Watis het 1Q van de "gemiddelde Vwo leerling™?
Neam voor de “gamiddalde Viuo leering” de mediane feeriing;
s 50% van d= Vivo-ers heaf: een lager, an 50% heaft sen hoger 1Q.
Bepaal serst hat parcantage leeringan dst 3an da IQ-norm voor Vo voldost;
e ds helf daarvan, an bepssl dasrmes het 1Q van d ‘gemiddeida Vi leerlng”.

- Watis het 1Q van de "gemiddelde Havo leerling™?

€00
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1
Standaardafiijking is 0.025; je wilt weten wat er rechts zit van 8,05. Dat is 2 keer de standsardafiviking. De vvistregel zegt dan:
ongeveer 2,5%

Links schuiven van 7,96 levert: 54766%

Links schuiven van 8,02 levert: 78,8188%; tussen deze twee waarden ligt dus het verschil: 73,3422%.

2
Vrouwen: gem 1699 mam; sd 64; rechtsschuiven naar jouw lengte in mm levert het gewenste percentage.
Mannen: gem 1699 ma; sd 66 rechtsschuiven naar jouw lengte in mm levert het gewenste percentage.

1+= 1687 mm en o = 67 mm. Stel de app Verdelingen in op Normale verdeling met deze parameters.
Links van 1750: 82,7%. Links van 1700: 57,7%. Dus tussen die waarden: 25%,
Hetzelfde doen met 1600 en 1550, enje vindt: 9.7 - 2,1 = 7.8%.

Verhoudingstabel:

25% hoort bij 2000 segenjassen; dos 1% b 2000 / 25 = 80 regenjassen:

us bij 7.8% hoort 80 * 7.8 = 624 regenjassen.

Zelfde procedure als bij de vorige opgave. Ik ga nu nog één decimaal verder.
Bij o= 0.0215 gram: kans = 0,9957%, bij o = 0,0216 gram: kans = 1,0246%.
Dus stel de machine 2fop & = 0,0215 gram.

Inderdaad: de helft van de vorige opgave, waar we op G = 0,043 gram vitiwamen.
4

Bij =153 enc =13 heb je boven 19 graden nog 0,2% extreem.

Bij =173 en o= 1.3 heb je boven 19 graden nog 9,5% extreem.

Dat s dus 9,5/0.2 = 47,5 keer 20 vaak: Zeg maar: 30 keer zo vaak extreem weer.

Biju=163 en;
Datis1902=

1,3 heb je boven 19 graden nog 1.9% extreem.
5 keer 20 vask. Zeg maar 10 keer zo vaak extreem weer.

.
Bij =100 en & = 15 hieb je boven 1Q = 117 nog 12,8%.

De helft daarvan is 6.4%.

Zoek dus naar de plek op de 1Q-as waar rechts ervan nog 6,4% zit: dat s 1Q = 122.
Dat is de mediane vwo-leerling.

Boven 1Q = 108 zit nog 29,6% De Havo beslaat dus 20,6 - 12,8 = 16,8% van alle leerlingen.
De helf daarvan is 8,4%. Zoek dus de plek die hoort b [Q = 29,6 - 8.4 = 21,2%.

D10~ 13 Datis o e e o e
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We beginnen met een hele grote steekproef uit de productie van een fabriek die bouten en moeren

maakt.

- Open de app "Data analyse” en
Kies "Bestand"> >"Datasets"> »"Datasets van VUstat">>" bouten.json’

- Bekijk de kentallen.

Je ziet bijna 2000 bouten met een ge
die aangegeven wordt door SD = 25,1
Die variabiliteit zegt iets over de kwaliteit van de machine die deze bouten produceert.

- Mazk een histogram (staafdiagram) en zet de Y-as op "Percentages".

Pas de "Indeling" aan naar "Aantal intervalien 35, “Baginwaards® 7915, 'Klassanbraedta’ 5.

Je ziet de Klokvorm, die je al kent uit Wiskunde A.
(productie-)processen optreden.

Ook wel logisch, want het eindproduct, de bout, wordt tijdens het productieproces iet alleen
beinvioed door de ideale productie-fijn, maar ook door talloze Kleine toevallige afwijkinkjes,
die de kiok vormen door hun gemiddelde effect.

iie kiokvorm zie je bij heel veel
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Door "Schuiven” aan te vinken kun je met de rechter groene verticale lijn nagaan dat bijna 53% van
deze 2000 bouten dikker waren dan precies 8 mm. Aan de linkerkant kun je zien dat 2,5% meer dan
0,05 mm dunner is dan precies 8 mm.

w00t ses00000

Bouten

Er bestaat een wiskundig model voor die kiokvorm: de Normale Verdeling.
De vorm van dat ideale model wordt volledig bepaald door twee parameters:
gemiddelde Mu (i) en standaardafwijking Sigma (0).

De Normale Verdeling is een geschikt model voor allerlei soort processen in de werkelijkheid.
Sijvoorbesld de lengte in <m van jongens van 17 jasr in L.

Sijvoorbeeld de herhaslde meting van ds inhoud van een flesje et Corona-vace'r

Sijvoorbeeld de voetiengte in cm van velwassen mannen.

Sijvoorbeeld et harhaald meten van de resctistd sls femand 1, 2, of 3 glazen bier hesft gedronken.

Sijvoorbeeld de hoevaelheid sufker in gram die een vulmachine in suikerzakie doet waarop '3 gram" gedrukt stast.
Sijvoorbeeld de 50 gemiddelde zomartemperaturen die tussen 1550 en 2000 gematen xijn in L.

Sijvorbeeld de lengte van zonneblozman na 3 maanden oroeien

De app "Verdelingen" geeft de mogelijkheid om kansen te tonen, op dezelfde manier als we zojuist
met het histogram deden.

- In de app "Verdelingen" kies je de "Normal Verdeling"
- Stel de 1 in op 8000,9 en de G op 25,1.

Dan heb je een model van de bouten-productie.
- Daarin kun je bijvoorbeeld linkszijdig schuiven voor de kans dat een bout dunner is dan 7,95 mm.

Die kans is bijna hetzelfde als het percentage in de steekproef van 2000 bouten, maar niet helemaal.
Een model is een geidealiseerde werkelijkheid. Een model heeft wél het voordeel dat je er makkelijk
‘mee kunt rekenen. Alleen moet je de voorspellingen dus met een Kiein korreltje zout nemen.
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Een paar eigenschappen van een normale verdeling:

Klokvormig

de opperviakte onder de kromme komt overeen met 100% van de gegevens

de kans op precies één waarde op de X-as (bijv. 191,2345690123) is praktisch nul

v. het gemiddelde.

an en modus vallen samen

de verdeling wordt geheel vastgelegd door de verwachtingswaarde (het gemiddelde) met het

symbool u (spreek uit: mu) en de standaardafwijking met het symbool o (spreek uit: sigma)

« vuistregel

1. 68% van de gegevens
gemiddelde

1. 95% van wijkt op z'n hoogst twee keer de standaardafwijking af van het gemiddelde

n keer de standaarddeviatie af van het

kt op 7'n hoogst

cumulatieve percentages.

A A

een normale verdeling is het mogelijk de standaardafwijking op het oog te schatten.
De afstand van het buigpunt tot het centrum (gemiddelde en mediaan) is namelijk precies de
standaardafwijking.

buigpunten

84 220000
v 201
n ez groon
Normale verdeling Toem "

van do fengtos van
6 gronp marnon
o tssen20on 30
aar ova i,

Als je volstrekt willekeurig (aselect) een NL man
tussen 20 en 30 jaar tegenkomt, dan is de kans.
dat hij langer dan twee meter is gelijk aan het
rode gebied, dus 0,029.

De gegevens komen van het CBS:
die lengtes zijn normaal verdeeld met
84,8 cm en ¢ = 8,0 cm.
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Opdracht 1. Bouten.

Een fabrikant produceer bouten van een zeker soort. Metingen hebben aangetoond dat het

productieproces diameters oplevert die ongeveer normaal verdeeld zijn met gemiddelde u
en standaardafwijking o = 0,025 mm.

- Gebruik de vuistregels om het percentage bouten te schatten dat dikker is dan 8,05 mm.

- Gebruik de app "Verdelingen” om het percentage te schatten dat dunner is dan 7,96 mm.
N.B.: vink het hokje "Veel decimalen” aan.

- Hoeveel procent van de bouten productie heeft een diameter tussen 7,96 en 8,02 mm?
N.B.: Schrijf ook op wat je gedaan hebt.

Opdracht 2. Mode industri

Een mooi voorbeeld van het gebruik van de normale verdeling vind je in de mode-industrie.
De lichaamsmaten van bevolkingsgroepen zijn normaal verdeeld. Zodra je de u en de o kent weet je
de hele verdeling, en kun je de percentages mensen uit de groep berekenen die binnen zekere

arenzen vallen. Dat is van belang voor het ontwerp van kleding en voor de voorraad die je in
verschillende maten moet aanhouden.

De TU Delft heeft op haar site uitgebr
Voorbeeld van een selectie uit die site:

e gegevens staan:

HIER.

pom ensd enkele ot perceriikn mectvaartn opgeren
pres——— ™
e n e om P

deze tabel

de volgende vragen.

- Gebruik de app "Verdelingen” om uit zoeken hoeveel % van de NL studenten langer is dan

elf.
N.B.: Geef het percentage als een geheel getal.

- Een fabrikant maakt in een maand 2000 regenjassen voor de categorie Vrouw, 20-30 jaar,
170 tot 175 cm. Hoeveel van die jassen moet zij dan produceren voor vrouwen van 20-30 jaar
met lengtes tussen 155 en 160 cm?
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Bekijk en begrijp eerst dit voorbeeld.

Een voorbeeld van een proces waar de normale verdeling een rol speelt i een machine die suikerzakjes van 3 gram mazkt.
Op de zakies staat gedrukt dat er 3 gram in i,

‘Nie elk zakje bevat natuurlik precies 3 gram. Sommige wat meer, sommige wat minder. Als jo mu de machine aftelt op een
‘gemiddelde mu (1) =3 gram, dan zal ongeveer 50% van de zakjes minder dan 3 gram bevatten.

Deat ken de fabrikant niet maken!

Daarom selt b de machine af op een hoger gemiddelde, bijvoorbeeld 1

A gram.

De machine-nanweurigheid wordt weergegeven door de standaard-afivijking sigma (o).
Hoe leiner de o, hoe minder de gemiddele afvijking van het gemiddelde i, en hoe naukeuriger de machine werkt
(en dikowjl: hoe duurder de machine is in zanschad).

Deze machine heeft = 0,05 gram.

Met de app “Verdelingen" (die in het keuzemenu van de apps nog boven de steckproeven stazt)
kun e vrasgstelingen waarbi de normale verdeling een rol peelt at preciezer sanpakken.

Kies in die app "de Normale verdeling”, zet = 3,1 en o= 0,05.

Zet "Schuiven” op linkszijdig en vink "Veel decimalen” aan. Onder de X-as zie je de waarden staan,in it geval zijn het
grammen.

‘Al je links schuift naar de waarde 3,0 dan zi je dat ongeveer 2,26% van de sulkerzakjes minder suiker bevat dan er op staat!

De EU stel een norm waar d fabrikant azn moet voldoen:
“al o o cn prodac sae dat e 3 pam bt dan g gt 1 v e producenmider dan 3 gre bt
De fabrikant eageert op di eis door de machine iets anders afte stllen, nameljk met een hoger gemiddelde.

We kunnen de app gebruiken om uit te zoeken op welk gemiddelde de machine moet worden afgesteld om nog net azn de EU-
eis te voldoen. We doen dat tot 3 decimalen achter de komma.
Begin bi .= 3,11. De kans op te weinig suiker in een zakje is dan 1,393%. Dat voldoet nog nietaan de EUsis.

Nomale verdeing

T





